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具扩散性的病原体 －宿主免疫模型的 Turing不稳性

王晶囡， 杨德中， 逯兰芬
( 哈尔滨理工大学 理学院，哈尔滨 150080)

摘 要:为了研究在病原体与宿主免疫细胞相互作用过程中存在的扩散因素对其动力学的影

响，建立了带有齐次 Neumann边界条件的病原体 －宿主免疫反应扩散模型。以病原体与免疫细胞
的扩散比率 ρ为参数，利用偏微分方程理论，讨论了在正平衡解处线性化系统特征根的分布，得到
模型在正平衡解处经历 Turing不稳性的临界条件。并利用 Matlab 数值模拟了病原体 －宿主免疫
模型经历 Turing不稳性的动力学现象，进一步讨论了 Turing 不稳性的动力学现象所蕴含的病原体
与免疫细胞的扩散机理。
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Turing Instability in a Pathogen-Host Immune Model with Diffusion

WANG Jing-nan， YANG De-zhong， LU Lan-fen
( School of Appied Sciences，Harbin University of Science and Technology，Harbin 150080，China)

Abstract: In order to study the effects of diffusion function on the dynamics between pathogens and host
immune cells，a reaction-diffusion model of pathogen-host immune with homogeneous Neumann boundary condition
is constructed. Taking the diffusion ratio ρ of pathogens and immune cells as a parameter，the critical conditions of
Turing instability are obtained by using partial differential equation theories to discuss the characteristic root
distribution of the linearized system at the positive equilibrium solution. Matlab numerical simulations are performed
to show the dynamic phenomenon of Turing instability in the pathogen-host immune model. Furthermore，diffusion
mechanisms of the pathogen and immune cell in the dynamic phenomenon of Turing instability are discussed.
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0 概 述

2003 年的非典、2013 年的 H7N9 禽流感、2015
年的埃博拉出血热、2016 年的黄热病、以及 2017 年

－ 2018 年的全球流感等传染性疾病的爆发均与病
原体侵入有密切关系，预防与控制病原体疾病的爆

发成为人们研究的重要焦点，许多学者建立一些数

学模型对上述疾病的传播与发展规律进行了相关性

研究［1 － 5］。



近些年来，人们开始以免疫学原理为出发点，来

研究免疫因素对病原体的制约规律。一些学者从微
观层面来考虑病原体与免疫细胞的相互作用关系，

建立数学模型，来刻画病原体与免疫细胞的动力学

行为，辅助预测病原体在宿主体内的变化规律，为控

制病原体感染提供了一些理论指导依据，具体研究

情况如下:

2001 年，Mothtashemi 和 Levins［6］建立了一个免
疫细胞抑制病原体生长的数学模型，具体形式如下:

dP
dt = rP － cIP

dI
dt = kP － δI +{ h

其中: P表示 t时刻病原体的密度; I表示 t时刻免疫
细胞的密度; r 表示病原体增长率; cIP 表示免疫系
统对病原体的消除项; kP 表示由于病原体侵入宿
主，宿主体内激发产生免疫细胞项; δ 代表免疫细胞
的衰减率; h 代表免疫细胞自身的增长率。研究了
模型的无病平衡点与正平衡点的稳定性，并得到病

原体与免疫细胞在体内共存的条件与免疫系统消除

病原体的条件。
2002 年，Gilchrisi 和 Sasakiz［7］利用嵌套方法建
立一个宿主 －寄生虫免疫双线性模型，并得到了宿
主和寄生虫可以协同进化的一些动力学特征。

2006 年，Andre和 Gandon［8］在文［7］基础上，利
用嵌套方法建立了一个寄生虫疫苗免疫数学模型，

探讨了接种疫苗对寄生虫进化和寄生虫传染病的

影响。
2008 年，Pugliese和 Gandolfi［9］在文［6 － 8］所建
立的模型的基础上，将宿主体内固有的非特异性免

疫和适应性的特异性免疫引入到病原体 －宿主免疫
模型中，提出了特异性联合非特异性免疫的一个二

维病原体 －宿主免疫模型，具体形式如下
dP
dt = rP －

csP
1 + asP

I －
cuP

1 + auP
M

dI
dt =

kP
1 + kmP

I － δI + }h
( 1)

其中: csPI / ( 1 + asP) 表示特异性免疫对病原体的消
除项; cuPM / ( 1 + auP) 表示非特异性免疫对病原体
的消除项; M 表示非特异性免疫细胞密度; kPI /
( 1 + kmP) 表示由于病原体侵入宿主，在宿主激发产
生特异性免疫细胞项; 其他参数同文［6］模型一样。
文［9］的作者在如下假设条件:
假设( i) 当病原体密度特别高时，特异性免疫

细胞的增长率要高于其衰减率，即 k /km ＞ δ;
假设( ii) 对高密度病原体的免疫反应，特异性

免疫反应强于非特异性免疫反应，即 as ＜ au。
对模型( 1) 做了无量纲变换，并得到无量纲模

型存在唯一正平衡点的条件，正平衡点稳定的条件

与模型在正平衡点处经历 Hopf分支的条件，并模拟
出病原体和免疫细胞在体内随时间的变化所呈现平

衡状态和周期变化。
而在实际中，有些病原体和免疫细胞会随着宿

主体内的血液或体液的流动而随机扩散到宿主体

内，从而诱发疾病的产生，如病毒性疾病( 见文［10
－ 13］) 。根据这一情况，本文在文［9］所建立的病
原体免疫模型的基础上，参考了由 Stancevicz［12］建
立的宿主内 HIV 感染动力学的二维扩散模型和
Wang［13］建立的乙肝病毒感染的扩散模型的建立方
法，将空间效应引入到病原体 －宿主免疫模型( 1 )
中，得到一个具有扩散性的病原体 －宿主免疫模型，
形式如下

P
t

= d
～

1ΔP + rP －
csP

1 + asP
I －

cuP
1 + auP

M，( x，y)∈Ω，t ＞0

I
t

= d
～

2ΔI +
kP

1 + kmP
I － δI + h， ( x，y)∈Ω，t ＞0

P( t，x，y)
n

= I( t，x，y)
n

=0， ( x，y)∈Ω，t ＞0

P( 0，x，y) =P0( x，y) ，I( 0，x，y) = I0( x，y) ，( x，y)∈















Ω
( 2)

其中: Ω = ( 0，π) × ( 0，π) 表示二维空间上具有光滑
边界Ω的有界开集; n 表示边界Ω 上的单位外法

向量; d
～

1 和 d
～

2 表示病原体和特异性免疫细胞的扩

散速度; 齐次 Neumann 边界条件表明模型( 2 ) 是封
闭系统，病原体和特异性免疫细胞在边界上无变化。
通过无量纲化变换

u = kP
δ

v =
csI
δ τ = δt

并仍用 t表示 τ，则模型( 2) 可简化为
u
t

= d1Δu +αu －
uv

1 + βsu
－ mu
1 + βuu
，( x，y)∈Ω，t ＞0

v
t

= d2Δv +
uv

1 +γu
－ v +η， ( x，y)∈Ω，t ＞0

u( t，x，y)
n

= v( t，x，y)
n
， ( x，y)∈Ω，t ＞0

u( 0，x，y) = u0( x，y) ，v( 0，x，y) = v0( x，y) ，( x，y)∈














Ω
( 3)

其中: α = r
δ
，βs =

asδ
k ，βu =

auδ
k ，γ =

kmδ
k ，η =

csh
δ2
，m =

cuM
δ
，d1 =

d
～

1

δ
，d2 =

d
～

2

δ
。由假设( i) 与假设( ii) 可知，
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γ ＜ 1，βu ＞ βs≥0。
一些临床数据显示一些病原体感染在一些条件

下可以被免疫细胞抑制，但在另一些特定条件下病

原体不能完全被免疫细胞抑制( 如乙型肝炎，丙型

肝炎病毒，艾滋病毒) ［14 － 15］，此时病原体与免疫细

胞二者常处于共存状态。本文主要研究病原体和免
疫细胞的扩散作用对病原体和免疫细胞共存的

影响。

1 扩散模型 Turing不稳性的条件

由文［9］的命题 1 可推知，当 α ＞m + η时，模型
( 3) 存在唯一的正平衡解 E( u +，v + ) 。下面记病原
体与免疫细胞的扩散速度比率( 简称为扩散比率)

为 ρ( 即 d1 = ρd2 ) ，并以 ρ 为参数，来讨论扩散速度
对模型( 3) 稳定性的影响。
为了方便研究，定义 Sobolev空间［16］

X∶ = ( u，v) T∈H2( Ω) ∶ =H( Ω) ×H( Ω) ∶ u( t，x，y)n{ =

v( t，x，y)
n

=0，Ω = ( 0，π) × ( 0，π })
设线性算子

L =
ρd2

2

x2
+ 

2

y( )2 + A － B

C d2
2

x2
+ 

2

y( )2 －











D

( 4)
其中，参数 A，B，C，D表达式如下

A = α － v +

( 1 + βsu
+ ) 2

－ m
( 1 + βuu

+ ) 2

B = u +

1 + βsu
+

C = v +

( 1 + γu + ) 2
，D = 1 － u +

1 + γu +

由文［9］的结论可以推出参数 A，B，C，D均为正数。
根据文［16］的方法，在上面 Sobolev 空间 X 中

可以将模型( 3 ) 写成一个抽象微分方程，具体形式
如下

dU
dt = LU + Ｒ( U)

其中: U∶ = ( u，v) ∈H2 ( Ω)

Ｒ( U) =
αu － uv

1 + βsu
－ mu
1 + βuu

－ Au + Bv

uv
1 + γu

－ v + η － Cu +











Dv

由文［17］可知，如下特征值问题

－ Δφ = μφ， ( x，y) ∈Ω
φ
n

= 0， ( x，y) ∈{ Ω

的特征值 K，满足 K = K2
x + K2

y∈KN，其中，KN = { K | K
= K2

x + K2
y，Kx，Ky∈N0 ∶ = N∪{ 0} } ，N 为自然数集

合。特征值 K对应的特征函数为
φKxKy
( x，y) = cos( Kxx)·cos( Kyy)
( x，y) ∈Ω Kx，Ky∈N0 ( 5)

利用特征函数( 5 ) 可将 Sobolev 空间 X 分解为 X =
"

Kx，Ky = 0XKx，Ky
，其中

XKx，Ky
∶ =

c1
c( )
2

cos( Kxx)·cos( Kyy) ∶ c1，c2∈{ }Ｒ ，

Kx，Ky∈N0

定义算子

LK ∶ =
－ ρd2K + A － B

C － d2K －( )D
( 6)

由式( 4) 和式( 6) 可知，线性算子 L 的特征值是由算
子 LK 的特征值所决定，这里 K∈KN。由式( 6 ) ，可
得 LK 的特征方程为

H( λ，K，ρ) = λ2 － T( K，ρ) λ + G( K，ρ) = 0，
K∈KN ( 7)

其中

T( K，ρ) = A － D － d2 ( ρ + 1) K ( 8)
G( K，ρ) = ρd2

2K
2 － d2 ( A － ρD) K + BC － AD ( 9)

根据特征方程( 7) 根的分布可得，模型( 3) 在病
原体和免疫细胞在均无扩散的情况下，正平衡解
E( u +，v + ) 的稳定性如下。
定理 1 若 A － D ＜ 0 和 BC － AD ＞ 0 成立，那么

当 d2 = 0 时，模型( 3) 的正平衡解 E( u +，v + ) 是稳定

的，其中 A，B，C，D如式( 4) 所定义。
证明: 当 d2 = 0 时，可推出式( 8 ) 和式( 9 ) 中的

T( K，ρ) = A － D ＜ 0，G( K，ρ) = BC － AD ＞ 0，从而可
得特征方程( 7) 所有根都具有负实部，模型( 3) 的正
平衡解 E( u +，v + ) 是稳定的，定理得证。
如果病原体和免疫细胞在体内存在扩散，那么

根据特征方程( 7) 根的分布可得扩散比率 ρ 的大小
会影响正平衡解 E ( u +，v + ) 的稳定性，具体结论

如下:

定理 2 若 A － D ＜ 0，A － ρD ＞ 0 和 BC － AD ＞ 0

成立，那么当 0 ＜ ρ≤ρ1 ( d2 ) 时，一定存在正整数 K
－
，

使得特征方程( 7) 有正实部根，当 K
－
∈KN，模型( 3 )

正平衡解 E( u +，v + ) 是 Turing不稳定的，其中 A，B，
C，D如式( 4) 所定义，ρ1 ( d2 ) 表达式如下
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ρ1 ( d2 ) =
( BC +槡 Ad 2 － BC －槡 AD ) 2

( d2 + D) 2
( 10)

证明: 由表达式
G( K，ρ) = ρd2

2K
2 － d2 ( A － ρD) K + BC － AD = 0

( 11)
可知，当 ρ ＞ 0 且 d2 ＞ 0 时，可将式( 11) 视为 K 的一
元二次方程。

若 0 ＜ ρ≤ρ1 ( d2 ) ，因( BC +槡 Ad 2 － BC －槡 AD ) 2 /

( d2 +D)
2 ＜ ( 槡BC － BC －槡 AD ) 2 /D2

则 ρ满足方程( 11) 根的判别式
Δ = ( ( A － ρD) d2 )

2 － 4ρd2
2 ( BC － AD) ( 12)

在 A － ρD ＞ 0 时大于零的范围，即

0 ＜ ρ ＜ ρ2， ρ2 =
( 槡BC － BC －槡 AD ) 2

D2 ( 13)

再由式 ( 13) 与 A － ρD ＞ 0，可知方程( 11) 有两个互
异正实根 K1 和 K2，具体形式如下

K1，2 =
( A － ρD) d2 ± ( ( A － ρD) d2)

2 －4ρd22( BC －AD槡 )

2ρd22
由 0 ＜ ρ≤ρ1 ( d2 ) ，可推得

K2 － K1 =
1
ρd2
( A － ρD － 2槡ρ BC －槡 AD ) ≥1

此时一定存在一个大于 K1 且小于 K2 的正整数 K
－
，

使得 G( K
－
，ρ) ＜ 0 成立。

再由式( 8) 的表达式可知，当 ρ ＞ 0 且 A － D ＜ 0
时，对于任意的正整数 K，都有 T( K，ρ) ＜ 0。
综上，此时方程( 7 ) 有正实部根，模型( 3 ) 正平

衡解 E( u +，v + ) 是 Turing不稳定的，定理得证。
在定理 2 中，由 K2 － K1≥1 推出的 0 ＜ ρ≤

ρ1 ( d2 ) 的范围是使得 G( K，ρ) ＜ 0 成立时，K 为正整
数的充分条件，将 ρ1 ( d2 ) 记为模型( 3) 在正平衡解
E( u +，v + ) 经历 Turing不稳定性的第一临界值。

引理 1 若 0 ＜ ρ ＜ ρ3 ( d2 ) ，ρ3 ( d2 ) =
A

d2 + D，则

G( K，ρ) 的对称轴 Kl 大于 1 /2。
证明: 由式( 11) 可知，G( K，ρ) 的对称轴为

Kl =
A － ρD
2ρd2

若 ρ满足不等式 0 ＜ ρ ＜ A
d2 + D，则可推出 Kl ＞

1 /2，此时记 ρ3 ( d2 ) 为
A

d2 + D，引理得证。

定理 3 若 A － D ＜ 0，A － ρD ＞ 0 和 BC － AD ＞ 0
成立，若当 0 ＜ ρ ＜ ρB ( d2 ) 时，那么 G( K，ρ) 的对称轴
Kl 大于 1 /2，且方程( 11 ) 根的判别式 Δ ＞ 0 同时成

立，其中 A，B，C，D 如式( 4 ) 所定义，ρB ( d2 ) 表达式

如下

ρB ( d2 ) =
ρ2，0 ＜ d≤d

～

2

ρ3 ( d2 ) ，d≥d
～{
2

，

d
～

2 =
AD2

( 槡BC － BC －槡 AD ) 2
－ D ( 14)

证明: 一方面，由定理 2 可知，当 A － ρD ＞ 0 且 0

＜ ρ ＜ ρ2，ρ2 =
( 槡BC － BC －槡 AD ) 2

D2 时，方程( 11 ) 根

的判别式 Δ ＞ 0。
另一方面，由引理 1 可知，当 ρ ＜ ρ3 ( d2 ) ，则

G( K，ρ) 的对称轴 Kl ＞ 1 /2。
又因为当 d2 = 0 时，如果 BC － AD ＞ 0 且

( 槡BC － BC －槡 AD ) 2

D2 ＜ A
D，那么有 ρ2 ＜ ρ3 ( 0 ) 。又

因为 ρ3 ( d2 ) 是关于 d2 的单调减函数，根据介值定理

可知，一定存在唯一的 d
～

2，使得 ρ2 = ρ3 ( d
～

2 ) 。
所以，令 ρB ( d2 ) = min

d2 ＞ 0
{ ρ2，ρ3 ( d2 ) } ，即 ρB ( d2 )

为式( 14) 所示。可得当 0 ＜ ρ ＜ ρB ( d2 ) 时，则 0 ＜ ρ ＜
ρ2 与 0 ＜ ρ ＜ ρ3 ( d2 ) 同时成立，那么 G( K，ρ) 的对称
轴 Kl 大于 1 /2，且方程( 11 ) 根的判别式 Δ ＞ 0 可同
时成立，定理得证。
从定理 3 的结论可以得到，如果当 ρ≥ρB ( d2 )

时，不会存在一个正整数 K
－
，使得 G( K

－
，ρ) ＜ 0，此时

特征方程( 7) 无正实部根，模型( 3) 正平衡解 E( u +，

v + ) 的稳性不会改变。将 ρB ( d2 ) 记为模型( 3) 不经
历 Turing不稳性的第二临界值。
下面根据定理 3 得到的结果和文［18］应用的

偏微分方程 Turing 分支的理论方法，将 G ( K，ρ) 视
为关于 ρ 的函数进一步分析方程( 7 ) 有零根的条
件，来探索模型( 3) 正平衡点 E( u +，v + ) 经历 Turing
不稳性的充要条件。
定义

ρ( d2，K) = A
d2K － Z1

d2K( d2K + Z2 )
，K∈KN，d2 ＞ Z1 /K

( 15)

其中 Z1 = BC － AD
A ，Z2 = D，则当 ρ = ρ ( d2，K ) 时，

G( K，ρ) = 0，特征方程( 7) 有零根。
基于上面的分析，得到 ρ = ρ( d2，K) 的具体一些

性质如下:

引理 2 若 A － D ＜ 0，A － ρD ＞ 0 和 BC － AD ＞
0，则函数 ρ = ρ( d2，K) 有下面性质:
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1) ρ = ρ( d2，K) 在 d2 = dM ( K) 时达到最大值 ρ2，
并且 d = dM ( K) 关于 K 为减函数，其中 ρ2 如式( 13)

所示，dM ( K) =
Z1 + Z2

1 + Z1Z槡 2

K ，K∈KN。

2) 当 d2 ＞ dM ( K) 时，ρ = ρ( d2，K) 关于 K 和 d2

均为减函数。
3) 对任意的 K∈N，方程 ρ( d2，K) = ρ ( d2，K +

1) 仅有一个正根 dK，K + 1∈( dM ( K + 1 ) ，dM ( K) ) ，其
根的表达式如下

dK，K +1 =
Z1

2
1
K + 1

K +1 +
1
K + 1

K( )+1
2

+
4Z2

Z1K( K +1槡[ ])
( 16)

且当 d2 ＞ dK，K + 1时，则有

ρ( d2，K) ＞ ρ( d2，K + 1) ＞ ρ( d2，K + 2) ＞…
4) 记 d0，1 = + "，定义
ρ4 ( d2 ) = ρ( d2，K) ，d2∈［dK，K + 1，dK － 1，K ) ，K = K2

x

+ K2
y，( Kx，Ky∈N0 ) ( 17)
则在 0 ＜ d2 ＜ ∞，有 ρ4 ( d2 ) ≤ρB ( d2 ) ，其中当且仅当

d2 = dM ( K) 时等号成立，即有
ρ4 ( dM ( K) ) = ρB ( dM ( K) ) 。
定理 4 假设 A － D ＜ 0，A － ρD ＞ 0 和 BC － AD

＞ 0，则
1) 对于任意给定 K* ∈KN，当 ρ = ρ( d2，K

* ) 
ρ4 ( d2 ) ，d2∈ ( dK* ，K* + 1，dK* － 1，K* ) ，那么特征方程

( 7) 在 K = K* 时，有满足 λ ( K* ，ρ4 ( d2 ) ) = 0 和
dH( λ，K* ，ρ)

dρ λ = 0，ρ = ρ4( d2)
＜ 0 的单实根 λ = λ( K，ρ) ，

并且当 K≠K* 时，方程( 7) 其它根均具有负实部。
2) 在临界曲线 ρ = ρ4 ( d2 ) ，d2 ＞ 0 且 d2 ∈
( dK，K + 1，dK － 1，K ) ，则模型( 3) 在正平衡解 E( u +，v + )

处经历波数为 K的 Turing分支。当 0 ＜ ρ ＜ ρ4 ( d2 ) ，

d2 ＞ 0 时，模型( 3) 正平衡解 E( u +，v + ) 是 Turing 不
稳的。

3) 在临界曲线 ρ = ρ4 ( d2 ) 上，若 d2 = dK，K + 1，K∈
KN，则模型( 3 ) 在正平衡解 E ( u +，v + ) 处经历波数

为( K，K + 1) 的 Turing-Turing分支。
证明: 由 A － D ＜ 0 且 d2 ＞ 0，可知对于任意的正

整数 K∈KN 都有 T ( K，ρ) ＜ 0。当 d2∈ ( dK* ，K* + 1，

dK* － 1，K* ) 时，G( K
* ，ρ4 ( d2 ) ) = 0，其中正整数 K* ∈

KN，则此时特征方程 H( λ，K* ，ρ4 ( d2 ) ) = 0 有零根
λ = 0。此外，当 K≠K* ，由 BC － AD ＞ 0，则有 G( K，
ρ4 ( d2 ) ) ＞ 0，H( λ，K，ρ4 ( d2 ) ) = 0 在 K≠K* 时，方程

( 7) 其它根具有负实部。

下面验证 λ = 0 为特征方程 H( λ，K* ，ρ4 ( d2 ) )

= 0 的单零根。经计算可得
dH( λ，K* ，ρ)

dλ λ =0，ρ = ρ4( d2)
= －T( K* ，ρ4( d2) ) ＞0

所以 λ( K* ，ρ4 ( d2 ) ) = 0 是特征方程 H( λ，K，ρ) = 0
的单零根。
令 λ = λ( K，ρ) 是满足特征方程( 7) H( λ，K，ρ)

= 0 满足 λ( K* ，ρ4 ( d2 ) ) = 0 的根，另外，由
dH( λ，K* ，ρ)

dρ λ = 0，ρ = ρ4( d2)
= － T ( K* ，ρ4 ( d2 ) )

dλ( K* ，ρ4 ( d2 ) )
dρ

+ d2
2 ( K

* ) 2 + Dd2K
* = 0

可得

dλ( K* ，ρ4( d2) )
dρ λ =0，ρ = ρ4( d2)

=
d22( K

* ) 2 +Dd2K
*

T( K* ，ρ4( d2) )
＜0

再结合引理 2 可知，定理得证。
在定理 4 中得到的 Turing 分支的第三临界值

ρ4 ( d2 ) 不仅与扩散系数 d2 相关还与波数 K 相关，比
仅与扩散系数 d2 相关第一临界值 ρ1 ( d2 ) 和第二临

界值 ρB ( d2 ) 更精确的刻画了 Turing不稳性的条件。

2 数值模拟

选取文［9］中参数
α = 1. 75，η = 0. 05，γ = 0. 05，m = 1. 5，βs =

10 ( － 10) ，βu = 0. 1 ( 18)
数值模拟模型( 3) 正平衡解稳定性的变化状态。
可见参数( 18) 满足 α ＞ m + η，模型( 3 ) 有唯一

正平衡解( 0. 905 76，0. 374 58) ，经计算可得 A =
0. 114 2，B = 0. 908 5，C = 0. 342 8，D = 0. 133 5，Z1 =
2. 585 5，Z2 = 0. 133 5。由 A － D = － 0. 019 3 ＜ 0 和
BC － AD = 0. 295 3 ＞ 0 和定理 1 可知，当扩散系数 d2

= 0 时，模型( 3) 的正平衡解是稳定的，如图 1 所示。
按参数( 18) 和定理 2，定理 3 和定理 4，可推算

出 Turing 不稳性的临界值 ρ1 ( d2 ) ，ρ2，ρ3 ( d2 ) ，

ρ4 ( d2 ) 的函数表达式分别为

ρ1 ( d2 ) = ( 0. 605 8 + 0. 114 2d2 －

2 0. 033 7d2槡 + 0. 091 7 ) / ( d2 + 0. 133 5)
2 ;

ρ2 = 0. 010 8; ρ3 ( d2 ) = 0. 114 2 / ( d2 + 0. 133 5)
ρ4 ( d2 ) = 0. 114 2( d2K － 2. 585 5) / ( d2K( d2K +

0. 133 5) ) ，
d2∈［dK，K + 1，dK － 1，K ) ，K∈KN

其中 dK，K + 1 与 dK － 1，K 可由 Z1 = 2. 585 5 和 Z2 =
0. 133 5确定的式( 16 ) 算出，确定了第一临界曲线
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L1，第二临界曲线 L2 与 L3，和第三临界曲线 L4，并将

d2 － ρ平面分成了 4 个区域，如图 2 所示。

图 1 当 d2 = ρ =0 时，模型( 3) 满足初值为( 0. 95，0. 395)

的正平衡解稳定的相图与波形图

Fig. 1 When d2 =ρ =0，the phase plane and the waveform

plot of model ( 3) with initial value ( 0. 95，0. 395)

图 2 d2 － ρ平面上的模型( 3) 在正平衡解

处经历 Turing不稳性区域图
Fig. 2 The region diagram of undergoing of Turing

instability at the positive equilibrium solution
in model ( 3) on d2 － ρ plane

取 d2 = 3. 925 与参数条件( 18) ，数值模拟模型
( 3) 特征方程中 G( K，ρ) 与特征根实部 Ｒe( λ( K) )
关于波数 K的函数关系图，结果如图 3。

图 3 G( K，ρ) 和 Ｒe( λ( K，ρ) ) 的图像
Fig. 3 The Graph of the G( K，ρ) and Ｒe( λ( K，ρ) )

由图 3 可知，在区域一中取 ρ = 0. 012 0和在区
域二中取 ρ = 0. 01，对任意 K∈KN，G ( K，ρ) ＞ 0 和
Ｒe( λ( K，ρ) ) ＜ 0 均成立时，不满足经历 Turing不稳
性的条件，模型( 3 ) 正平衡解是稳定的。若在区域
三中取 ρ = 0. 007 5和区域四中取 ρ = 0. 004，存在正
整数 K使得，G( K，ρ) ＜ 0 和 Ｒe( λ( K，ρ) ) ＞ 0，满足
定理 2 与定理 4 经历了 Turing 不稳性的条件，此时
模型( 3) 正平衡解是不稳定的。
另外，图 2 中，在第三临界曲线 L4 ∶ ρ = ρ4 ( d2 )

上，取波数 K = 1 与扩散比率 ρ = 0. 009 596时，可知

λ ( 1) ρ = 0. 009 596 = 0，
dλ
dρ ρ = 0. 009 596，λ = 0

＜ 0，此时模型( 3)

经历波数 K = 1 的 Turing 分支。此外，在 L4 上的点

T12 ( d2 = 3. 922 2，ρ = 0. 009 596) 处模型( 3 ) 经历
Turing-Turing分支［18 － 19］，为了展示模型( 3) 在点 T12

处有丰富的动力学行为。选取 d2 = 3. 925，d2 =
3. 909 3，d1 = 0. 015 7 ( 即 ρ≈ 0. 004 ) ，参数条件
( 18) ，以及如下两组初始函数
初始函数( i) u( 0，x，y) = 0. 895 － 0. 05cos( x)

cos( 2y) ，v( 0，x，y) = 0. 365 + 0. 05cos( x) cos( 2y)
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初始函数( ii) u( 0，x，y) = 0. 895 － 0. 05cos( x)
cos( 2y) ，v( 0，x，y) = 0. 365 + 0. 05cos( x) cos( 3y)
其中，在初始函数( i) 中 Kx = 1，Ky = 2，即 K =

K2
x + K

2
y =5; 在初始函数( ii) 中 Kx = 1，在 u 中 Ky = 2，

在 v中 Ky = 3。利用文［20］的程序，选取步长 h = 1，
进行数值模拟可得到病原体( 即模型( 3 ) 中的 u) 经
过一段时间逐渐形成如下图所示的斑图。

图 4 模型( 3) 在正平衡解处经历 Turing不稳的斑图
Fig. 4 The pattern of appearing of Turing instability at

the positive equilibrium solution in model ( 3)

图 4 展示了病原体在二维空间中经历的斑图:
图 4( a) 是 d2 = 3. 909 3，T = 16 并按照初始函数( 1)
形成的斑图，图 4( b) 是 d2 = 3. 925，T = 32 并按照初
始函数( 2) 形成的斑图，图 4 ( c) 是 d2 = 3. 925，T =
64 并按照初始函数( 1) 形成的斑图。对比图 4 ( b)
和图 4( c) 可知，相同的模型参数，不同波数的初始

函数形成的斑图各不同，图 4( b) 形成圆型斑图而图
4( c) 逐渐形成类似于六边形斑图。在形成斑图的
时间方面也会随着扩散系数不同而不同，对比图 4
( a) 和图 4( c) 可知，相同的初始函数，不同的扩散速
度形成的斑图各不同，图 4( a) 的条形形状要明显于
图 4( c ) ，这是由于图 4 ( a ) 中免疫细胞扩散速度
3. 909 3小于图 4( c) 的中免疫细胞扩散速度 3. 925，
这说明在形成斑图的时间与免疫细胞扩散速度比率

有关，在免疫细胞扩散越慢，病原体就会越快形成较

大的条形斑图。
再选取参数条件 ( 18 ) ，d1 = 0. 015 7，d2 =

3. 909 3，Kx = 2，Ky = 0，即 K = K2
x + K2

y = 4 的初始函
数( 3) u( 0，x，y) = 0. 895 － 0. 05cos( 2x) v( 0，x，y) =
0. 365 + 0. 05cos( 2x)
数值模拟病原体和免疫细胞在空间 x方向上随

时间的变化图像，如图 5 所示。

图 5 病原体和免疫细胞在 x方向随时间
的变化图

Fig. 5 The variation diagram of pathogen and
immune cells in the x direction over time

由图 5 可知，病原体和免疫细胞在初始函数
( 3) 下，最终在一个足够长的时间里，在空间中形成
凹凸状。表明当病原体侵入宿主时，在与特异性免
疫细胞的相互作用一段时间后，病原体与特异性免
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疫细胞在宿主空间中会呈现不均匀分布的状况，反

应了 Turing不稳性。

3 结 论

从理论分析和数值模拟中可以看出扩散比率大

小直接影响着 Turing 不稳性的现象的产生，比率过
大不能产生 Turing 不稳性。这就意味着如果病毒
的扩散速度过快，免疫细胞在空间中就不能很好的

控制病原体，从而导致病原体与宿主免疫细胞量的

某种平衡态失调，引起疾病的产生。仿真可得，在不
同扩散比率的情况下，病原体的在空间上形成的斑

图不同，且在相同时间内免疫细胞扩散慢形成的斑

块大于免疫细胞扩散快形成的斑块。这就解释了病
原体和免疫细胞在宿主体内不均匀分布的情况。在
控制病原体时，免疫细胞运动越慢，病原体形成斑图

越快。因此在治疗某些传染病过程中，采用加快免
疫细胞扩散速度的方法可能更有效地治愈某些传

染病。
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